Rechenmethoden der Analysis:
Gebrochenrationale Funktionen

6. Integralrechnung

6.1 Stammfunktionen

Zentraler Baustein der Flachenberechnung mit Hilés Integrals ist die
Bestimmung der Stammfunktion. Nachfolgend werdemn Fekille, mit denen
man es gangigerweise bei gebrochenrationalen Famedi zu tun hat,
vorgestellt. Auf die Integrationskonstant tir in allen Fallen verzichtet, da
sie fur die Flachenberechnung nicht von Bedeutang i

6.1.1 Einfache Form

Unter die Rubrik ,Einfache Form*“ fallen gebrochetiwaale Funktionen,

deren Nenner nur aus einer einfachen Potenzfunkigsteht. Insbesondere
darf aber der Nenner keine Summen oder Differeneathalten. Zur

Berechung einer Stammfunktion nutzt man die Potger bzw.

Logarithmusregel:

1. Firn# -1 qilt: f(x)=alx" = F(x)=iD<n+l
n+1
2. Firn=-1 gilt: f(x)=alx® = F(x)=alln]|x]
3x* -1

Beispiel 1: f(x) ==
X

1. Zerlegen in Einzelbriiche:

x* 1 _3 1
xto2xt 2x2 2x*

f(x)=2
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2. Umschreiben in Potenzschreibweise:

-4

3 1
f(x)==x?-=x
() =2x" =2

3. Anwenden der Potenzregel:

F(x)= BENSIE
2 6

4. Umschreiben in Einzelbriiche und Bilden des Haupires:

3 1 -9x°+1
F(x)=———+ =
(x) 2x  6x° 6x°

w2
Beispid 2. f(x)= 23 X
X

1. Zerlegen in Einzelbrtche:

2 1
f(x)=-2 ——
(x) 3x*  3x

2. Umschreiben in Potenzschreibweise:

2 1
f(x)==x*-=x"
(x) X T3

3. Anwenden der Potenz- und der Logarithmusregel:

1 1
F(X)=-=x7?-ZIn|x
) 3 3 Il
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4. Umschreiben in Einzelbriiche und Bilden des Haupires:

_1+x*0n| x|

1
F(X)=- o~

X2

LonxE
3

6.1.2 Die lineare Verkettung

Bei der linearen Verkettung handelt es sich umMgigkettung einer ,aul3eren
Funktion“ mit einer linearen Funktiony(=rx+s)

Bezogen auf gebrochenrationale Funktionen ergel@n damit folgende
Regeln:

1. Furn#-1giltt f()=alrx+s)" = F(x):ﬁmrx+s)””

2. Furn=-1gilt: f(x)=alrx+s)™ = F(x)=%[l]n|rx+s|

Beispid 1. f(X)=————
Beispiel 1. f(X) 2B =1)

1. Umschreiben in Potenzschreibweise:

f(x)= % [(3x-1)°

2. Anwenden der Regel fur die lineare Verkettung:

__ 5 NP - T
F(x)—mE(Bx D 24[{3x 1
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3. Umschreiben in Bruchschreibweise:

5

R0 =  24[(3x-1)°

Beispiel 2: f(X) =L
3x-1

1. Umschreiben in Potenzschreibweise:

f(x)=2[(3x-1)"

2. Anwenden der Regel fur die lineare Verkettung:

F(x) =§[l]n |3x—1]

6.1.3 Logarithmische Integration

Von gebrochenrationalen Funktionen, deren Zahler @er Ableitung des
Nenners besteht, lasst sich folgendermal3en dienStarktion bestimmen:

f(X) =adﬂ—x) = F(x)=aln|u(x)]
u(x)

12x+4
3x% + 2x

Beispiel: f(x)=
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1. Geschicktes Ausklammern:

12¢+4 _ . 6X+2

f(x)= =
(x) 3x% + 2x 3x® + 2X

, it u(x) =3x*+2x und u’(x) =6x+ 2.

2. Anwenden der Regel fir die logarithmische Intagrat

F(x) =2[In |3x* + 2|

6.1.4 Komplizierte Formen

Hat eine gebrochenrationale Funktidr{x) nicht eine der in den Kapiteln

6.1.1 bis 6.1.3 beschriebene Form, so sind wiumseren Mitteln (also ohne
.Produktintegration* bzw. ,Partielle Integration“nd ,Integration durch
Substitution®) nicht in der Lage, eine Stammfunktianzugeben. In diesen
Fallen wird in der Aufgabenstellung eine StammfimrktF (x) vorgegeben.
Aufgabe ist dann, zu zeigen, daBgx) wirklich eine Stammfunktion von

f (x) ist. Dazu nutzt man folgende Beziehung zwiscli€r) und F(x):

F'(x) = f(X)

Beispidl:

2 2
: : : : +
Zu zeigen ist, dask (x) _ X rxrd eine Stammfunktion vorf (x) = X 2)2(
x+1 (x+1)

ist.

1. Separates Ableiten der Zahler- und Nennerfunktion:
u(x) =x*+x+1 u(x)=2x+1

v(x) =x+1 V(x)=1
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2. Anwenden der Quotientenregel:

2x+D)[(x+D) - (X* +x+1)[1 _2X* +2x+x+1-x*—-x-1

= (x+1) (x+1)

X2+ 2x
(x+1)°

F'(x) = f(X) g.e.d.

6.2 Berechnung von Flacheninhalten

Die Berechnung von Flacheninhalten erfolgt mit &liffer Integralrechnung.
Dazu hat man folgende vier Fragen zu klaren:

Welche Funktionf (x) begrenzt die Flache ,von oben®
Welche Funktiorg(x) begrenzt die Flache ,von unten”
Wie lautet die ,linkex-Grenze*x ?

Wie lautet die ,rechte-Grenze“x,?

bR

Der Ansatz fur die Flachenberechnung lautet dann:

A= [(109=9(3) de=[HEOJ: = (H ()~ H(x))

=h(x)

6.2.1 Flache mit der x-Achse

Beispiel 1: Flache oberhalb der x-Achse

-xX*+1
X2

Gesucht ist der Flacheninhalt, den das Schaubiléaiektion f (x) =

mit der x-Achse sowie den Geraden mit den Gleickbang=-4 und x=-1
einschliel3t.
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1. Veranschaulichung des Sachverhaltes:

A
Y1

€

-x*+1
X2

T20 f(x) =

X=-4 x=-1 Abb 15

2. Feststellen der Begrenzungen:

3
_ -xX*+
obere Funktion: f(x):—x2 1
X

untere Funktion: g(x) =0

linke x-Grenze: x=-4

rechte x-Grenze: x=-1

3. Aufstellen des Integrals und Berechnung des Fléohaltes:

-1 _X3+l -1 1 -1
A= |(——=-0)dx=[(-x+x)dx=|-=x*-x"| =
X -0k= [(-xrx) { ! }

-4 -4
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[l AT (Ll e L) (L1 e 1)
{ 2" xL ( 2V (—1)) ( 2 (—4))

— —1+l _ _8+1 :1+7§: 825
2 4) 2 4 —

Beispiel 2: Flache unterhalb der x-Achse

x> =1

Berechne den Flacheninhalt, den das Schaubild dektien f(x) =

mit der x-Achse sowie den Geraden mit den Gleickang=-4 und x =-2
einschliel3t.

1. Veranschaulichung des Sachverhaltes:

x> -11
2X

f(x) =

v=d x=op Abb. 16
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2. Feststellen der Begrenzungen:

obere Funktion: g(x)=0

x> =1

untere Funktion: f(x)=
2X

linke x-Grenze: x=-4

rechte x-Grenze: x =-2

3. Aufstellen des Integrals und Berechnung des Fléiohaltes:

:_f(o- ])dx j(—_x+ Xh)dx =

- -2
= —1x2+lln|x|} =
T4 T2

-4

(L v Yoo 2t ey e L) =
= 4( 2) +2In| 2|) ( 4( 4) +2In| 4|j

=(—1+lln 2)—(—4+lln4) =
2 2

:3+%[q|n2—|n 4) :3+%[ﬂn(§) =3+In(2?)? =3-In(v/2) = 265

6.2.2. Flache zwischen zwei Funktionen

Beispidl:

Das Schaubild der Funktior (x):l und die Gerade mit der Gleichung
X

g(x) =-0,5x + 2,25 begrenzen eine Flache. Berechne ihren Flacheminhal
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1. Veranschaulichung des Sachverhaltes:

ot =2
t t t t t t t t t t t t t + — X
25 20-15-10 05 05 10 15 20 25 30 35 40 h\g{
Tos y =-05x+2,25
110
115
120
125
| =Xl
135
1 Abb. 17

2. Feststellen der bis jetzt bekannten Begrenzungen:

obere Funktion: g(x)=-05x+ 2,25

untere Funktion: f(x -1
X

3. Berechnung der Integrationsgrenzen:

f(x)=g(x) = 1=—O,5x+ 225 = 1=-05x*+ 225x
X

_ - 225+ ./ 225 - 4[{-05) [{-1) _

= —-0,5¢+225x-1=0 = =
2 X2 20~05)

- 225+175

1 = X =05 x,=4
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linke x-Grenze: x=05

rechte x-Grenze: x=4

4. Aufstellen des Integrals und Berechnung des Flioheltes:

4
A= I(—O,5x+ 2,25—1)dx=[—0,25x2 +225x—=In|x|J;; =
0,5 X Y
=(-02504* + 225[#4—-In4) — (-025[05% + 225[0D5-In05) =

= (5-1In4) - (L0625~ In 05) = In(%) +39375= 39375~ In8= 186

6.2.3 Flache zwischen Funktion und Asymptote

Beispidl:
3 _Ey2?
Das Schaubild der Funktiorf(x)zLXZHl, ihre schiefe Asymptote
X

sowie x =1 und x =6 begrenzen eine Flache. Berechne ihren Flacheninhal

1. Bestimmung der schiefen Asymptote (vgl. Kapit@.2):

schiefeAsympote

schiefeAsympote - Oflr X - £
—

- Oflr X — *oo
——

1 5 4 1 5 2
X2 =5x*+4):(2x*)= =x—-= + = “x-=2 + =
( ) (2x7) 2 2 2X° 2 2 X?
-5x°+4
—(-5x?)
4

Schiefe Asymptote:  g(x) = % X —g
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2. Veranschaulichung des Sachverhaltes:

x> —-5x*+4

0= 2x*

-
2 3 ?
-1
A
By,
-3
-4
-5
|5
x=1 X=6
3. Feststellen der Begrenzungen:
3 2
. -5x* +
obere Funktion: f(x) :%
X

untere Funktion: g(x) :%x—g

linke x-Grenze: x=1

rechte x-Grenze: x=6

4. Aufstellen des Integrals und Berechnung des Fliohaltes:

- 2X° 2

1
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_6 -2 —_ —16—_26: —g——gz
_{2x dx =[-2x ]1—[ Xl ( 6) ( l)

6.2.4 Besondere Integrale, Uneigentliches Integral

lw | ol

In diese Rubrik fallen Integrale, deren Integrasigrenze entweder oder

eine Polstelle ist. Besitzt solch ein Integral eirmdlichen Flacheninhalt so
bezeichnet man es als ,Uneigentliches Integral“e Wit diesen Féallen
praktisch umzugehen ist, kann den folgenden Bd&pentnommen werden.

Beispiel 1:
. . xX*=5x*+4 . .
Das Schaubild der Funktiorf (X) =—————, ihre schiefe Asymptote
X

sowie x =1 begrenzen eine ,nach rechts offene” Flache. Untérs, ob diese
Flache einen endlichen Inhalt besitzt.

1. Bestimmung der schiefen Asymptote (vgl. Kapit&.8):

schiefeAsympote

schiefeAsympote - Oflir x - too
K_H

- Oftir X +oo
——

1 5 4 1 5 72
X2 =5x+4):(2x)= =x-= + = —x-=2 + £
( ) (@x) 2 2 2X° 2 2 NG
—-5x* +4
—(-5x%)
4

Schiefe Asymptote:  g(x) = % X —g

2. Festelegen einer ,vorlaufigen® rechten Grenze:b
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3. Veranschaulichung des Sachverhaltes

x> —=5x*+4

0= 2x*

-
N
2 3 5 B
=
A
-2
-3
-4
-5
-6
x=1 X=Db
4. Feststellen der Begrenzungen:
, -5x° +
obere Funktion: f(x) —¥
X

untere Funktion: g(x) = % x—g

linke x-Grenze: x=1

rechte x-Grenze: x=Db

_1..5
=273
Abb. 19

5. Aufstellen des Integrals und Berechnung des Fliohaltes:

5x° +4 5 _t[(xX*-5x"+4 X’ -5 3
Ab) = !(——(— E)]dx—j( ~ )dx—

2

2X

1
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P2 oy o o] _ 2] o(2)_(_2) -, 2
—!dex—£2x dx -2x™]° { x} ( b) ( 1) 2 5

6. Bilden des Grenzwertes:

Ibirg A(b) = Ibin;n (2- E) =2 = Der Flacheninhalt ist also endlich.

{

-0

Beispiel 2.
: : X+X2-2 : :
Das Schaubild der Funktioh(x) = ————, die Koordinatenachsen sowie
X

x =1 begrenzen eine ,nach unten offene” Flache. Untérsuob diese Flache
einen endlichen Inhalt besitzt.

1. Festlegen einer ,vorlaufigen“ linken Grenze: a

2. Veranschaulichung des Sachverhaltes

e

¥ X +x =2

X2

f(x) =

Abb. 20
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3. Feststellen der Begrenzungen:

obere Funktion: g(x)=0

_ 34 w2
untere Funktion: f(x):x—x22
X

linke x-Grenze: x=a

rechte x-Grenze: x=1

5. Aufstellen des Integrals und Berechnung des Fléohaltes:

1 3 2 _ 1 1
A@) = | (O—%Xzzj dx = (—x—l+%j dx = [ (-x=1+2x7) dx =

a

1 1
=[—1x2 —x+2x‘1} ={—£x2 —x+g}
2 A 2 X,

=(-Logsa]-(-Lar-a+?|=tilaria-2
2 2 a) 2 2

6. Bilden des Grenzwertes:

lim A®a) =lim(Z+2a?+a—2) existiert nicht
a-0 a-0 2 2 st a

-0

-0 -0

a-0:A@) -«

Die Flache besitzt also keinen endlichen Inhalt.
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6.3 Der Rauminhalt von Rotationskorpern

Rotiert eine Flache um die x-Achse, so erhalt mas\¢blumen des damit
entstehenden Rotationskdrpers aus:

V = 2 [( £ (9)? - (g(x))?]dx

f (x): oben begrenzende Funktiogy(x): unten begrenzende Funktion
a: linke x-Grenzeb: rechte x-Grenze

Beispidl:

Die Funktion f (x) =2—12+1 begrenzt zusammen mit der Funktigfx) =3
X

sowie x=4 eine Flache. Bestimme das Volumen des Korpers,ddash
Rotation dieser Flache um die x-Achse entsteht.

1. Veranschaulichung des Sachverhaltes:

1

o +1

f(x) =
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2. Feststellen der bis jetzt bekannten Begrenzungen:
obere Funktion: g(x)=3
: 1
untere Funktion: f(x) :?+1
X

rechte x-Grenze: x=4
3. Berechnung der fehlenden Integrationsgrenze:

1 1
f(X)=9g(x) = +1=3 = =2
(x) =g(x) v e

= XZZ% = X1,2=i% = X% =05 (x,=-05)

linke x-Grenze: x=05

4. Aufstellen des Integrals und Berechnung des Rauslties:

1
2X°

\1=7T|]j(32—( +1)2jdx=ﬂDj(9—( ! +2E12L2+1)jdx=
0,5 0,5 X

4x*

I 1 1 A
=0 8-—— - |dx=m 8-> x"* - x*)dx=
osn AXT X os 4

4 4
= 7T[E8x+ix‘3 +x‘1} = ZTEE8X+—1 3 +1} =
12 05 12x° Xos

=7 (32+i +1) —(4+Z + 2) = 19649, 8038
768 4 3 768
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