Rechenmethoden der Analysis:
Exponentialfunktionen und Wachstum

7. Funktionsscharen

Unter Funktionsscharen verstehen wir Funktionee, ali3er der Ublichen
Variablen (meistx) auch noch wenigstens einen Parameter (neister k)
enthalten. Im Folgenden werden die typischen Autgéiddle vorgestellt, mit
denen man es bei e-Funktionen mit Parametern zbdakommt.

7.1 Punktprobe

Beispiel:  Fir welchen Wert des Parametérgerlauft das Schaubild der
Funktion f, (x) = (2t + x) [e* (t U R) durch den PunkP(1/3)?

Die Bedingungf, () =3 liefert:

3=(2t+1) e = §:2t+1 = t:%[@—l) = t="—=
€ €

7.2 Gemeinsamer Punkt

Einige Funktionsscharen haben die Eigenschaft, ddesFunktionen der
Schar durch einen gemeinsamen Punkt verlaufen. eDiggmeinsame
Schnittpunkt aller Funktionen darf damit nicht valem Parameter abhangen.

Beispiel: Zu zeigen ist, dass alle Schaubilder der Funksicimgr
f (x) =(x+1)[e” (tOR) durch zwei gemeinsame Punkte verlaufen.

1. Betrachten zweier allgemeiner Funktionen der Schar

f.(x)=(x+D)&” und f_(x)=(x+1) &, mitt #t,
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2. Gleichsetzen und Umformen liefert:
(x+D) e =(x+D[e” = (x+Dle”"-(x+)[e* =0 =

(x+1)[(€" —€”) =0

3. Anwenden des Satzes vom Nullprodukt:
1. Fall: Xx+1=0 = x=-1

2. Fall: e -e¥=0 = x=0, dat, #t,

4. Berechnung der y-Werte:
f(-)=(-1+) e =0 = S(-1/0)
f(0=0+1)e” =1 = S,(0/)

Wie man leicht erkennt, sind die Schnittpunkte asvei betrachteten
allgemeinen Funktionen der Schar unabhéngigtvdpamit handelt es sich
um zwei gemeinsame Punkte aller Funktionen derrScha

7.3 Einfluss des Parameters auf Anzahl und Art von
Losungen

Sehr haufig sind im Zusammenhang mit Funktionsseh&roblemstellungen
zu untersuchen, die auf das Lésen von Gleichungereh (z.B. Bestimmen
von Nullstellen, Extrempunkten, Wendepunkten etda solch eine
Gleichung im Allgemeinen den Parameter enthéltelspiieser bei der
Losbarkeit der Gleichung oft eine entscheidendeleRdbie Anzahl der
Ldsungen in Abhangigkeit vom Parameter hangt daiest von folgenden
Faktoren ab:
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Fall:| Auftreten des Parameters: Bedeutung fir die Losark

1. Der Parameter steht in einer Wurzeinter der Wurzel darf nich
Negatives stehen

2. | Der Parameter steht im Logarithmum Logarithmus darf nur etw:
Positives stehen

3. Der Parameter steht im Nenner Der Nenner dahit i werden

Bei der Untersuchung auf Extrempunkte kann zudecoh wer Fall auftreten,
dass die Entscheidung dariiber, um welche Art votreEypunkt es sich
handelt, nur im Rahmen einer Fallunterscheidungffeh werden kann.

Die beschriebenen Falle wollen wir nachfolgend adhaon Beispielen néher
beleuchten.

Beispiel 1: Betrachtet wird die Funktiorf, (x) = (x* +tx+4) [, mit t OR.
Wie héangt die Anzahl der Nullstellen der Funkticries vont ab?

1. Berechnung der Nullstellen:

Notwendige Bedingungf (x) =0

(X* +tx+4)[e” =0 = (X*+tx+4)=0
vy
—_ 2 -
Mit der Losungsformel flr quadratische Gleichungen = b+ \/F)
ergibt sich:
_—txtP-4nm _—t£+t?-16
12 = 2 -
2 2
_—t+4t2-16 _ —t-+t*-16
X = 5 %= 2
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2. Untersuchung der Lésungen:

Die Anzahl der Nullstellen hangt nun davon ab, Wwek Vorzeichen die
Diskriminante © =b? —4ac) annimmt;

O Lésungen fur t*-16<0 = t0O]-44]
1 Loésung fur t?-16=0 = t=-4 L t=4
2 Losungen fur t*-16>0 = tOR\[-44]

Beispiel 2. Betrachtet wird die Funktionf (x) = +3tx, mit tOR". Fur

welche Werte des Parameters kann das Schaubilsteligung 2 annehmen?
An welcher Stelle geschieht dies?

1. Bestimmung der Ableitungf’(x) = 2e™ + 3t

2. Aufstellen und Lésen der Bedingung:

2-3

267 +3A=2 = eZX:T = xz%ln(z_3t

2

)

3. Untersuchung der Losung:

Bedingung:z_3t

>0 = 2-3>0 = t<§

Unter Berticksichtigung der Definitionsmenge tfi@ <t <§

Beispiel 3: Betrachtet wird die Funktiorf (x) = (tx—2)[e™, mit tOR. Fur

welche Werte des Parameters besitzt das Schaubédd &xtrempunkt? Um
welche Art des Extremums handelt es sich?

1. Bilden der 1. und 2. Ableitung:

f'(x)=tle”+(tx-2)[(-e™) =(-tx+t+2)[e”
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f7(X) = —tle™ +(~tx+t+2) [(—e™) = (tx— 2t - 2) [

2. Berechnung des Extrempunktes:

Notwendige Bedingung f (x)=0

f/(X) = ((x+1+2) (8" =0 = —ix+1+2=0 = x:¥,t¢o

z0

Hinreichende Bedingung:

_t+2 _t+2
it sl 2o - =t
t t —

-Wert

_t+2 2
ft(%)z(tﬂ:—z—Z)[e Dot

t+2

3. Fallunterscheidung: ft"(ﬁ) =—tle '
t N

_t+2

1. Fall ft"(¥)<o — —t<0 = t>0: H(#/t@t)

_t2
2. Fall ft"(¥)>o — —t>0 = t<0: T(%/tce )

3. Fall: t=0: kein Extrempunkt

7.4 Die Ortskurve / Ortslinie

Bestimmt man bei Funktionsscharen z.B. Extrempynkitendepunkte oder
sonstige Punkte, so hangen diese im AllgemeinenRarameter ab. Zeichnet
man solche Punkte fir verschiedene Werte des Ptemmmen ein
Koordinatensystem ein, so liegen diese Punkte wiaedé dem Schaubild
einer Funktion. Diese Funktion nennt man Ortskurdter Ortslinie.
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Beispiel:  Betrachtet wird die Funktiorf (x) =(e* —t)?, mit tOR". Wie

lautet die Funktionsvorschrift, die den geometrgstiort des Wendepunktes
beschreibt?

1. Bilden der 3 Ableitungen:
f (x)=2[(e" —-t)[e" =2 [(e" —1)
f77(x) =2e"[(e" —t)+2e" [e" =2e" [(2e" —1)

f777(x) =2e* [(2e" —t) + 2e* [2e" =2e" [(4e" 1)

2. Berechnung des Wendepunktes:

Notwendige Bedingung f7(x)=0

f7()=26'[(26' ~1)= 0 = 26" ~t=0 = x=|n%
#0

Hinreichende Bedingung:

L
ftm(m%) =22 [{4e"? -t) =t [(2t -t)=t*#0 = Wendepunkt
-Wert
t? t t°

G —t2 =tz =t L
fin2)=(e -1 = -t = = W(n_/")

3. Bestimmen der Ortskurve:

2
W(Inlz/tz) = lené = t=2e" eingesetztiny:

v
4 4 e
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Der Wendepunkt der Funktionsschar liegt damit aef Hurve mit der
Gleichungg(x) =e™.

4. Veranschaulichung des Sachverhaltes:

2X

gx)=e

f.(9=(e"-3*

f.()=(e"-2)°

f,(x) = (" -1*

Abb. 21

7.5 Berihren und senkrecht schneiden

Die Schaubilder zweier Funktiondrund g beriihren sich an der Stelle,
wenn gilt:

f(x)=9(x) L f(x)=9(x)
(gemeinsamer Punkt gleiche Steigung)
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Die Schaubilder zweier Funktiondnund g scheiden sich an der Stelle
senkrecht (sind zueinander orthogonal), wenn gilt:

f(x)=g(x) C f(x)g(x)=-1
(gemeinsamer Punkt. Orthogonalitat)

Beispiel: Betrachtet werden die Funktionefi(x) =e* —2te* +t*, mit

t >0, sowie g(x) =e*. Wie musst gewahlt werden, damit sich die Schau-
bilder der Funktionen orthogonal schneiden?

1. Bilden der 1. Ableitungen:
f (x) = 2e™ - 2te”

g'(¥) = 2¢"

2. Bedingungen fur orthogonalen Schnitt:
f.(X) =9(X) = e -2te" +t* =¢e¥ (1)
f')lgx=-1 => (2e*-2te")[2e™ =-1 (2)
3. Aus Gleichung (1) erhalt man:

e -2te*+t’=e” = -2 +t°=0 = t[([-2"+1)=0 =
;0 T

4. Eingesetzt in Gleichung (2) ergibt sich:
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t t nt nt nt

22 -2te" )@ 2 =-1 = (2e|4—2t%)D?el4=—1:>
2 2 2 2

(Zi—tz)D?t—z—l = —t—@=—l = t'=4 = t=+{4 =
4 4 2 2

t=+J2 = t=+2 (dat>0)

7.6 Parameter in der Integralrechnung

Haufig ergeben sich Bedingungen die ein Parameféllesm muss auch aus
typischen Aufgaben der Integralrechnung. Ein ddiiifiger Fall wird in
folgendem Beispiel vorgestellt.

Beispiel:  Die Schaubilder der Funktionef)(x) = (2t — x)e*** (t >0) und
g(x) = (2—-x)e*** umschlieBen mit der y-Achse und der Gerade—4 eine
Flache mit dem InhalA(t). Wie istt zu wahlen, damit giltA(t) =8(e—-1) ?

1. Veranschaulichung des Sachverhaltes f&i2 undt =0,5:

Wie man dem nachfolgenden Schaubild entnehmen ksineine eindeutige

Zuordnung, welche Funktion die Flache von oben bam unten begrenzt,

nicht moglich. Aus diesem Grund mussen wir beifléchenberechnung den
Betrag zu Hilfe nehmen.
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£,(0 = (4- x)e*™

909 = (2~ e
x=—4 14200 = @)™

Abb. 22
2. Feststellen der Begrenzungen:

obere bzw. untere Funktion: f (x) = (2t — x)e***
untere bzw. obere Funktion: g(x) = (2 - x)e***

linke x-Grenze: x=-4

rechte x-Grenze: x=0

3. Aufstellen des Integrals und Berechnung des Fliohaltes:

0

J'(2te0,25x _ 2e0,25X)dX —

-4

&:

T((Zt - X)e** — (2 - x)e** )d><{ =

[ (2t —2)e**)dx

=[[40@t - 2e" ][ = [8(t - De™ T, | =
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=[8(t ~1)e**** - 8(t ~1)e*** | =gt 1) — 8(t ~1)e™| =

=[8t -(1-e™)

3. Aufstellen der Fallunterscheidung:
Forderung: [8(t -1)(1-e™)|=8(e~1)
1. Fall: 8(t-D(1-e')=8(e-1

2. Fall; 8(t-1)(1-e™")=-8(e-1)

4. Berechnung vofx

1. Fall:
-1 e-1
8t-H(1l-e)=8(e-1) = t-1= —
1-€
{= e—1+1= e—1+l: (e-1) [e+1=e+1
1-1 el e-1
2. Fall

8(t-DH(1- e_l) =-8e-1) = t-1= _1(_ee__i|-) —

{= -(e-]) +1= -(e-1 +1= -(e-]) [e+1:_e+1
1- el e-1

e

@ [~

=-e+1<0 = Kkeine L6sung, d&a>0 gelten muss.
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