Rechenmethoden der Analytischen Geometrie

7. Spiegelungen

7.1 Spiegelung Punkt an Punkt (P-P)

Spiegelung vor® anF:

F
P*
O

Abb. 26
OP =OP +2[PF
Beispiel: Spiegele den Punk®(2/1/-3) am PunktF(-1/3/2).
2 -3 -4
OP =| 1(+2[0 2|=| 5| = P (-4/5/7)
-3 5 7
7.2 Spiegelung Punkt an Gerade (P-Q)
Spiegelung vor® ang:
Abb. 27
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OP =OP +2[PF

5 3
Beispiel:  P(-2/-6/1) g:x=|9|+t2
1 2

1. Aufstellen der Hilfsebene in Normalenform (vgl.plizl 6.6):

3
Aufpunkt: P(-2/-6/1), Normalenvektorni=| 2
2
-2 3
E:[X—-|-6]|c|2|=0 = E:3x +2x,+2x, =-16
1 2

2. Schnitt vong mit E liefert Ful3punkf (vgl. Kapitel 4.6.2):

[(6+3A)+2[(9+2t)+2[(A+2A)=-16 = 17t=-51 = t=-3

3. t=-3 ingeingesetzt liefert: F(-4/3/-5)

4. OP" =OP+2[PF

-2 -2\ (-6
OP =|-6|+20 9|=| 12| = P (-6/12/-1])
1 -6) |-11
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7.3 Spiegelung Gerade an Gerade (g-0)

Eine Geradeg kann nur an einer Geraddéngespiegelt werden, wenn die
Geraden zueinander parallel sind oder sich schneid@ies muss
gegebenenfalls noch untersucht werden (vgl. KaBi®.

7.3.1 Parallele Geraden

Spiegelung vorg anh:

Abb. 28

-2 3 5 3
Beispiel: g:Xx=|-6|+t[2 h:x=]9|+sl2
1 2 1 2

1. Aufstellen der Hilfsebene in Normalenform (vgl.plizl 6.5):

3
Aufpunkt: P(-2/-6/1), Normalenvektorni =| 2
2
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-2 3
E:|X-|-6]|]|c|2|=0 = E:3x +2%, +2x,=-16
1 2

2. Schnitt vorh mit E liefert FuBpunk& (vgl. Kapitel 4.6.2):

3[(5+35)+2[(9+25) +2[(1+25) =-16 = 17s=-51 = s=-3

3. s=-3 inheingesetzt liefert: F(-4/3/-5)

4. OP" =OP +2[PF

-2 -2\ (-6 -6 3
OP =|-6|+20 9|=| 12|= P (-6/12/-1)=q :X=| 12|+t0?2
1 -6) |-11 ~11 2

7.3.2 Sich schneidende Geraden

Spiegelung vorg anh:
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g :X=p +s[SP , mit OP =OP+2[PF

0 1 4 2
Beispiel: g:x=[1|+tlO0 h:x=|2|+r[1
1 1 4 1

schneiden sich im Puni&(2/1/3) (vgl. Kapitel 3.3, Beispiel 2).

1. Aufstellen der Hilfsebene in Normalenform (vgl. Kapitel 6.6):

2
Aufpunkt: P(0/1/1), Normalenvektorni=| 1
1
0 2
E:(X—-|1||c|1]|=0 = E:2X +X,+X, =2
1 1

2. Schnitt vorh mit E liefert Ful3punkf (vgl. 4.6.2):

20(4+2r)+1[(2+1)1+1[(4+3) =2 = 6r=-12 = r=-2

3. r=-2 ingeingesetzt liefert: F(0/0/2)
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4.0P =OP +2[PF

0 0 0

OP =|1|+20-1|=|-1| = P (0/-1/3) = P

1 1 3
0 -2
=g =|-1|+rl -2
3 0

7.4 Spiegelung Punkt an Ebene (P-E)

Spiegelung vor® anE:

-2
-2
0

Abb. 30

OP =OP +2[PF

Beispie:  P(3/-1/2) E :2x, +3X, —5x, = -45

1. Bilde Lotgeradé ausP undi:

3 2
l:x=|-1|+tldl 3
2 -5
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2. Schnitt von mit E liefert Ful3punkf (vgl. Kapitel 4.6.2):

2[(3+2t) +3[(-1+3t)-5[(2-5t) =45 = 38t=-38 = t=-1

3. t=-1 inl eingesetzt liefert: F(1/-4/7)

4. OP' =OP+2[PF

3 -2\ (-1
OP =|-1|+20-3[=|-7| = P (-1/-7/12)
2 5 12

7.5 Spiegelung Gerade an Ebene (g-E)

Eine Geradg kann nur an einer Ebeliegespiegelt werden, wenn die Gerade
parallel zur Ebene ist oder die Ebene schneidet. Dies muss gegebenenfalls
noch untersucht werden (vgl. Kapitel 4.6).

7.5.1 Gerade parallel zur Ebene

Spiegelung vorg anE

Abb. 31
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g :X=p +tIV, mitOP =OP+2[PF

3 1
Beispiel: g:Xx=|-1|+t01 E :2x +3x, —5x, =45
2 1

1. Bilde Lotgeradé aus dem Aufpunki® der Geradeg undii:

3 2
l:x=|-1|+tldl 3
2 -5

2. Schnitt von mit E liefert FulR3punk€ (vgl. 4.6.2):

2[(3+2t) +3[(-1+3t)-5[(2-5t) =45 = 38t =-38 = t=-1

3. t=-1 inl eingesetzt liefert: F(1/-4/7)

4.0P =OP +2[PF

3 -2\ (-1
OP =|-1|+20-3|=|-7| = P'(-U-712
2 5) | 12
-1 1
= g :X=| -7 |[+t[1
12 1
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7.5.2 Gerade schneidet Ebene

Spiegelung vomg anE:

3

Beispiel: g:X=|4|+tl] 1 E:2x +5x, -x,-49=0
7

schneiden sich im Puni&(9/7/4) (vgl. Kapitel 4.6.2).

1. Bilde Lotgeradé ausP undi:

3 2
[:X=|4 |+t 5
7 -1
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2. Schnitt von mit E liefert Ful3punkf (vgl. Kapitel 4.6.2):

2[(3+2t) +5[(4+5t)-1[(7-t)=49 = 30t=30 = t=1

3. t=1 in | eingesetzt liefert: F(5/9/6)

4.0P =OP +2[PF

3 2\ (7 -2
OP =|4|+20 5|=|14| = P (7/14/5) = P =| 7
7 -1) |5 1
7 -2
— g =|14|+t0) 7
5 1

7.6 Spiegelung Ebene an Ebene (E-E)

Eine Ebend= kann nur an einer Ebeiktgespiegelt werden, wenn die Ebenen
zueinander parallel sind oder sich schneiden. Dies muss gegebenertfalls no
untersucht werden (vgl. Kapitel 4.9).
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7.6.1 Parallele Ebenen

Spiegelung vort anH:

E:(x-

Abb. 33

E :(x-p')ori=0, mit OP" = OP + 2[PF

Beispid: E:5x - X, +X,=-3 H :5x - X, +x, =-30

1. Bestimme durch ,Knobeln“ einen PuriRtaufE: P(0/2/-1)

2. Bilde Lotgeradé ausP undii:

0 5
[:X=| 2[+t0-1
-1 1

3. Schnitt von mit H liefert FuRpunk& (vgl. 4.6.2):
55t -1[(2-t) +1[(-1+t)=-3C = 27t=-27 = t=-1
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4. t=-1 inl eingesetzt liefert: F(-5/3/-2)

5. OP° =OP + 2[PF

0 -5 -10
OP =| 2|+20 1|=| 4| = P (-10/4/-3) =
-1 -1) |-3
-10 5
E ={X-| 4]|o|-1{=0 = FE :5x —x,+x,=-57
-3 1

7.6.2 Sich schneidende Ebenen

Spiegelung vort anH:

E undH schneiden sich in der Schnittgerap@enkrecht zur Blattebene).

E' :Xx=a+tlG+s[AP , mitOP =OP+2[PF undg:X=a+tId.
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Beispiel: E:7x —5x,-3x,=0 H:2x =X, -X,—-1=0

1. E und H schneiden sich in der Schnittgeradgn(hier ohne explizite
Rechnung; Berechnung analog Kapitel 4.9.2):

1 2
g: 2[+t1]| = A@/2/-))
-1 3

2. Bestimme durch ,Knobeln* einen PuriRtaufE: P(0/3/-5)

Beachte: Der ,erknobelte* Punkt darf nicht gleichzeitig apliegen!

3. Bilde Lotgerade ausP und i, :

0 2
| :X=| 3|+s-1
-5 -1

4. Schnitt vonl mit H liefert FuBpunk& (vgl. Kapitel 4.6.2):

2(0+25) ~10(3-5) ~10-5-5) =1 = 6s=-1 = s:—%

5. s:—1 in | eingesetzt liefert: F(—}lgl—g)
6 3 6 6

B & S Skriptendienst, 2006

86



Rechenmethoden der Analytischen Geometrie

6. OP' =OP +2[PF

1/3 —2/3
P 2,10, 14
OP 3(+2 1/6 10/3 = P(- —/—/——)
16) -14/3
1 —2/3 -1
E :Xx=| 2|+t 10/3 2| =
-1 —14/3+1
1 2 —5/3
E :x=| 2|+tl1 4/3 =
-1 3 —113
1 2
E :x=| 2(+tl1 mltr——.
-1 3

7.7 Senkrechte Projektion einer Geraden auf eine Ebene

Projektion vong aufE:
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Abb. 35
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g :X=S+r[&
3 2
Beispiel: g:X=|4|+tl] 1 E:2x +5x, —-x,-49=0
7 -1

schneiden sich im Puni&(9/7/4) (vgl. Kapitel 4.6.2).

1. Bilde Lotgeradé ausP undi:

3 2
l:Xx=4|+t] 5
7 -1

2. Schnitt von mit E liefert FulR3punkf (vgl. Kapitel 4.6.2):

2[(3+2t)+5[(4+5t) -1[(7-1)=4¢ = 30t=30 = t=1

3. t=1 in | eingesetzt liefert: F(5/9/6)

9 -4
=g =| 7|+t 2
4 2

Anmerkung:Ist g parallel zuE, so erhalt man die senkrechte Projektion der
Geradgy zu

g :X= OF +s[¥, mit F = FuBpunkt und/ als Richtungsvektor vog
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